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LOSPROBLEMASDE TIPO MULTIPLICATIVO

Se pueden distinguir dos grandes categorias de relaciones multiplicativas —definimos asi las
relaciones que comportan una multiplicacion o una division. La més importante de ellas, que se utiliza para
la introduccion de la multiplicacion en la escuela primaria y que forma la trama de la gran mayoria de los
problemas de tipo multiplicativo, es unarelacion cuaternariay no unarelacion ternaria; por ello no esta bien
representada en la escritura habitual de lamultiplicacion: a x b = ¢, ya que dicha escritura no comporta mas

gue tres términos. Estamos pues obligados, en este capitulo, a reexaminar completamente la nocion de
multiplicacion.
Isomorfismo de las medidas

La primera gran forma de relacion multiplicativa es unarelacion cuaternaria entre cuatro cantidades,
dos cantidades son medidas de un cierto tipo, y € resto son medidas de otro tipo. Algunos g emplos son:

Ejemplo 1
“Tengo 3 paquetes de yogur. Hay 4 yogures en cada paguete. ¢Cuantos yogures tengo?’
Ejemplo 2

“Mi mama quiere comprar una tela que cuesta 24.80 francos el metro para hacerse un trgje sastre.
Necesita 3.50 metros de tela. ¢Cuanto debera pagar?

Ejemplo 3
“Pagué 12 francos por 3 botellas de vino. ¢Cudl es € precio de una botella?’
Ejemplo 4

“Pedro tiene 12 francos y quiere comprar algunos paquetes de caramel os que cuestan 4 francos cada
paquete. ¢Cuantos paguetes puede comprar?’

Ejemplo5

“Una carrera de autos cubre un trayecto de 247 760 kilémetros. Un auto consume 6.785 litros cada
100 kilémetros. ¢Cuéanto consumira dicho auto durante la carrera?

Ejemplo 6

“Compro 12 botellas de vino. Cada paguete de tres cuesta 19.50 francos. ¢Cuéanto debo pagar?
Ejemplo 7

“3 madejas de lana pesan 200 gramos, Se necesitan 8 para hacer un jersey. ¢Cuanto pesad jersey?’
Estos gjemplos son de diferentes grados de dificultad, por razones que anaizaremos mas adel ante;

pero todos pueden ser representados por un esgquema andogo, que no presenta ningun tipo de dificultad para
los nifios y que muestra muy claramente que son cuatro las cantidades puestas en relacion: x designa la

cantidad buscada.

Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4
paguetes yogures metros francos botellas francos paguetes francos

1 — [ * 4 1~ [ *2480 1 —717 *X 1 —717—> 4
3 —71* X 350 —4— X 3 ——12 X —— 12
Ejemplo5 Ejemplo 6 Ejemplo 7



kilbmetros |litros botellas francos madejas gramos

100 —» 6.785 3 —1+» 1950 3 —F» 200
247760——» X 12— X 8 —r—» X

El esquema utilizado en todos los jemplos no es otra cosa que la tabla de correspondencia entre dos
tipos de cantidades (los paquetes de yogur y los yogures, los metros de telay el precio pagado, etc.). Dicho
esguema aida cuatro cantidades particulares en un cuadro més completo que representaria esta
correspondencia; asi, en €l gemplo 1 solo se retienen del siguiente cuadro completo las cuatro cantidades
sefialadas.

Paquetes Yogures
—r— [4
2 ——» 8
— T
4 —— > 16
5 ——» 20
6 | 5 24
etc.

Esta tabla de correspondencia traduce el isomorfismo de los dos tipos de medida fimero de
paquetes y nimero de yogures). Més adelante precisaré en qué consiste ese isomorfismo.

En los ggempl os que preceden se encuentran problemas que se resuelven en principio (haciendo caso
omiso de los procedimientos no candnicos que se pueden utilizar en ciertos casos):

— por unamultiplicacion (gemplos 1y 2);
— por unadivision (gemplos 3y 4);
— por unaregladetres (gemplos5, 6y 7).

Pero ladificultad respectivadelos gemplos 1y 2, delosgemplos 3y 4,y delos gemplos 5,6y 7,
no es lamisma.

En e gemplo 1y en & gemplo 2 encontramos la diferencia entre nimeros enteros y ndmeros
decimales, entre magnitudes discretas y magnitudes continuas. No vamos a detenernos en eso, pero es
evidente que la introduccion de la multiplicacion como adicion reiterada (3 paquetes de 4 yogures, es 4
yogures més 4 yogures més 4 yogures) resulta méas comoda con magnitudes discretas y nimeros enteros. Son
necesarias explicaciones adicionales para hacer comprender al nifio que el precio de 3.50 metros es el precio
de un metro, mas € precio de un metro, més € precio de 0.50 metros; y que da lo mismo multiplicar €
precio de 1 metro por 3.50.

Entre d gemplo 3y & gemplo 4, ladiferenciaes de otra naturaleza: en el ggemplo 3 hay que buscar
d valor unitario, conociendo € vinculo de correspondencia entre dos magnitudes de naturaleza diferente; en
d gemplo 4, € valor unitario esta dado y es necesario buscar € nimero de unidades del primer tipo,
correspondiente a una magnitud dada del segundo tipo.

Aunque la operacién gque permite resolver los problemas es en los dos casos una division, no
intervienen las mismas nociones, como |o muestran |0s esquemas siguientes.

En e gemplo 3 se dividen 12 francos entre 3 para encontrar x francos, tal como |o representala

relacion vertical de abajo hacia arriba. El operador @ es un operador sin dimension (un escalar, como
veremos més adelante), que no hace mas que reproducir en la columna de la derecha lo que ocurre en la
columna de la izquierda, y que expresa el pasge de 3 botellas a 1 botella. El operador @ es de esta
manera el operador inverso del operador @que hace pasar de 1 botellaa 3 botellas.



Ejemplo 3 Botelios Frencos
(]
:

En & gemplo 4 se dividen 12 francos entre 4 para encontaquetes, como lo representa la

relacién horizontal de derecha a izquierda. La operacion es una funcién inversa de la funcion
directa [x 4 francos/pagueted , que hace pasar, en lalinea de arriba, @€ un paguete al precio de un paquete, es
decir, de launidad a valor unitario.

Ejemplo 4 Poquetes ] Francos
( Emmfmqu:aEED
®
| “p 4

e +——[2]

®

Las dos divisiones de los ggemplos 3 y 4 no hacen pues intervenir los mismos calculos relacionaes; y
ladltimaes, por otra parte, més delicada que la primera.

Andlisis detallado de un gemplo simple*

El andlisis que precede vale por una multiplicacién ssmple: retomemos € giemplo 1 y analicemos
detalladamente el conjunto de las relaciones presentes.

Poguetes Yogures
]

5 (ﬂ meo

3

{ ures/ uete
<d e R

1y 3 son niimeros que representan cantidades de paquetes. Son medidas.

! Este andlisisy todos |os que aparecen en el capitulo estan destinados, por supuesto, alos maestros, no alos nifios.
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4y x son nimeros que representan cantidades de yogures. También son nedidas, pero de otra
naturaleza. Los operadores verticales son operadores sin dimension, o escalares, que hacen pasar de

unalinea a otra en la misma categoria de medidas.
L os operadores horizontal representan funciones y expresan el pasgje de una categoriade

medidas ala otra, de ahi la utilizacion de unaformaverbal que expresa unarelacion:

yogur por paguete-yogur/paquete

Existen de hecho dos procedimientos para encontrar x. El primero consiste en anlicar €l operador sin
dimensién alacantidad 4 yogures. El segundo en aplicar lafuncio alacanti dad

de 3 paquetes.

4 yogures
Primer procedimiento

S o £ e Ly

1 degqundo procedimiento |

RN R i g S I
i (x4 yogures/poguete ) ¥ :
!3pc:{:,uz-‘:e-5 » X Yogures E

L T e U

L os dos procedimientos son, por supuesto, equivalentes, pero distintos; €l gjemplo visto antes de los
dos tipos de divisién muestra que no se les debe confundir.

En todo caso, solo este andlisis permite comprender que haciendo 4 x 3 (0 3 x 4) no se multiplican
yogures por pagquetes, o paquetes por yogures (¢por qué se obtendrian entonces yogures'y no paquetes?).

Por otra parte, se puede verificar o bien fundado del andlisis precedente utilizando otro andlisis, €
delarelacion cuaternaria en si. En efecto, esta relacion puede formularse de dos maneras.

Primeraformulacion
X yogures son a4 yogures o que 3 paquetes son a un paquete.

Segunda formulacion
X yogures son a 3 paquetes 1o que 4 yogures son a 1 paquete.

Escribamos esto bagjo la forma de proporciones y transformemos las ecuaciones asi encontradas. Son
“ecuaciones de dimensiones’.

Primeraformulacion
X yogures 3 paguetes
4 yogures 1 paguete

Multipliquemos los dos términos por “4 yogures’

3 paguetes x “4 yogures”



X yogures =
1 paguete

Se observa asi una forma simplificada (denominador igua a 1) de laregla de tres, que muestra que la
multiplicacién en juego no es unaley de composicion binaria, Sno una relacion més compleja.
Simplifiquemos las dimensiones del segundo término:

3 paguetes x 4 yogures 3 x 4 yogures
xyogures = =
1 paquete 1

y suprimimos & denominador (igua al):

X yogures = 3 X 4 yogures
Reaparece asi € primer procedimiento utilizado para encontrar x.

Segunda formulacion

X yogures 4 yogures
3 paguetes 1 paguete
Multipliquemos los dos términos de la ecuacion por “3 paguetes’:
4 yogures
Xyogures=3paguetesx — =
1 paquete
yogures
= 3 paguetes X 4———
paguete

Esta forma intermedia permite encontrar €l segundo procedimiento utilizable para calcular x, aunque
la operacién puede, evidentemente, ser transformada de manera anal oga a como se ha hecho anteriormente.

—3paguetesx 4 yogures
_1 paeueie

X yogures = 3 x 4 yogures

X yogures =

Este dltimo andlisis es muy conocido en fisica con € nombre de analisis dimensional. Es casi
imposible practicarlo tal cual con los nifios en la ensefianza elemental, dado que la nocion de proporcion esta
en € limite de la capacidad de los mejores alumnos al final de la escuela primaria. Pero digamos que este
andlisis permite dilucidar completamente las relaciones que intervienen en una multiplicacion, y mostrar asi
gue la multiplicacién mas elemental hace intervenir, de hecho, un célculo relaciona referido a cuatro
cantidades 'y varios tipos de operaciones.

Losegemplos5, 6y 7 constituyen ilustraciones méas compleas de la misma relacion cuaternaria.

Se puede ver, en efecto, que en estos gemplos se encuentra e mismo esquema fundamenta de
correspondencia que € observador en los cuatro primeros, pero la novedad es que ninguna de las cuatro
cantidades es la unidad y que laregla de tres en la que se desemboca esta vez es una regla de tres no trivial
(denominador diferente de 1). Sin embargo, esto no quiere decir que cada uno de los gemplos 5, 6y 7
presente dificultades idénticas: laregla de tres tedrica en la que se desemboca plantea, en efecto, dificultades
distintas y desiguales, segiin que € denominador seaigual a 100 (gemplo 5); que €l pasge de unalineaala
otra pueda hacerse por un operador multiplicativo simple no fraccionario (gjemplo 6), o que laregla de tres
seairreductible (gemplo 7).

Andicemos este Ultimo gemplo e intentemos diferenciar todas las nociones presentes; o que
significa, de ningn modo, que & nifio debe haberlas adquirido todas pararesolver € problema.

Anélisisvertical (escalar)



Modejos Gramos

°°

8 - X

Este andlisis vertical se centra en la nocion de operador-escalar (sin dimension), que hace pasar de
unalinea a otra en una misma categoria de medidas.

Primera etapa De la misma manera que se pasa de 3 madejas a 1 madeja (dividiendo entre 3), se
pasadel peso de 3 madgjas (200) a peso de unamadga (v, valor unitario).
Segunda etapa De la misma manera que se pasa de una madgja a 8 madgjas (multiplicando por
ocho), se pasadel paso de unamadeja (v) a peso de 8 madejas (x).

Sintesis Se puede decir asi que se pasa directamente de 3 madejas a 8 madgjas, multiplicando por €

operador fraccionario , que no es otra cosa que la aplicacion sucesiva de dos operador y
El mismo operador fraccionario hace pasar también del peso de 3 madejas (200) a peso de 8
madgas (X).

La nocion de fraccion es introducida aqui a partir de la nocion de operador, y corresponde a la
composicion de dos operadores multiplicativos simples, una dvisién y una multiplicacion. El operador

fraccionario obtenido en este g emplo es una fraccion compleja, pero hay casos en los que el operadar
resultante de la composicion es un operador simple: es el caso del g emplo 6, donde lacomposicion de

y @ da el operador simple

Los operadores multiplicativos pueden componerse entre ellos, como |o muestran los gemplos

siguientes:
& &

@ La aplicacion del operador
es equivalente a la aplicacién su-
cesiva de los operadores @ y

ciernen a la ensefianza elemental.

&2/3
213

S OGE)

29

@ } Ejemplos complejos que no con-

Se sabé que esta composicion de operadores multiplicativos es, como la composicion de
transformaciones aditivas, una ley de grupo conmutativo (conmutatividad, asociatividad, elemento neutro,

z ®

2 El adulto que conoce las mateméticas, no el nifio.

9




inverso). La conmutatividad permite invertir el orden de aplicacion de los operadores elementales y efectuar,
por gemplo, lamultiplicacion antesqueladivison. .,

El operador fraccionario representa pues de manera sintética la aplicacion sucesiva de
na arviso

dos operadores multiplicativos (u @ y una multi pIicacic') ) comenzando ya sea por la

division o por la multiplicacion.
Se puede considerar también que e operador fraccionario representa la multiplicacion por la razén:

punto de llegada

punto de partida

O incluso, que € problema hace intervenir una proporcion (igualdad de dos razones).
8 madejas peso de 8 madejas X gramos

3 madgjas peso de 3 madejas 200 gramos

La nocién de razon, la de razon-operador y la de proporcion son dificiles, lamayoria de los nifios de
9 y 10 afios no las comprenden. No hay que concluir, sin embargo, que el maestro no deba introducir
situaciones y explicaciones que impliquen estas nociones; pero debe hacerlo prudentemente, deteniéndose en
cada etapay apoyandose a maximo en las nociones més evidentes para el nifio, como la de operador.

El cuadro siguiente resume en forma esquemdtica los diferentes andisis que estimamos necesario
eucidar para € maestro que quiere comprender € desarrollo de las nociones que intervienen en €
isomorfismo de las medidas y en los problemas que derivan de esta estructura. Estas “etapas’ se desarrollan
a través de un largo periodo en e curso de los dos Ultimos afios de la ensefianza elemental, y hasta €l
segundo y tercer afios de secundaria.® No hay pues que extrafiarse de |as dificultades encontradas d final de
la primaria con las nociones de fraccién, razén y proporcion.

'Madejas Gramos

1. Biisqueda de la solucién del proble- 1 v
ma, pasando por la unidad y el valor @T @
unitario v.

3 200

S'x

% N. del E. Laescuela primaria francesa comprende cinco grados solamente.

10



2. Aplicacién sucesiva de dos operado-
res (division primero).

3. Escritura del operador fraccionario
(simple convencién de escritura en
este nivel).

4. Aplicacion sucesiva de dos operado-
res (multiplicacién primero, por con-
mutatividad).

5. Nocién de razén, y de razén-

operador.

8 madgjas
— Razén entre dos cantidades

3 madgjas

30) T"’.?’“é
t (9

200
x8/3 lx8!3

%’
@ X®

cot——t ot ot—

— Larazén entre dos cantidades se comprende maés fécilmente con relaciones menores que 1, por

gemplo s, 1/3, ¥4.....2/3.....3/4

— Lanocién de porcentgje, que supone la nocion de razon, aclara a su vez esta nocion, para las

relaciones menores que 1.
— Razbn operador x 8/3
8 (madgjas)
3madgasx — =8 madgjas
3 (madgjas)

O multiplicacion por larazén

punto de llegada

punto de partida

6. Proporcion o igualdad de razones.

8 madejas X gramos
3 madgjas 200 gramos
7. lgualdad de razones operadores.
8 X
X __ =X
3 200

8. Reglade tres: andlisis de escritura

11



8 madgjas
X gramos = 200 gramos X

3 madgjas
200 gramos x 8 madejas
X gramos =
paralos nimeros paralas dimensiones
8 madejas
Xx=200 X — gramos = gramos X relacion
3 madejas
200x 8 gramos X madejas
X= —— gramos =
3 madejas
gramos x madeias
(simplificamos) gramos =
-madgas

El andlisis vertica que acabamos de hacer no es simple. No agota, sin embargo, la cuestion del
isomorfismo de medidas, puesto que hay que completarlo con un andlisis (horizontal) de la nocion de
funcion lined.

Andlisis horizontal (funcién)

Madejas Gramos
f

3 » 200
f

8 > X

Este andlisis horizontal esta centrado en la nocion f operador-funcidn que hace pasar de una categoria
alaotra.

Primeraetapa El operador-funcion f que hace pasar de 8 madejas a x gramos, es el mismo que €

gue hace pasar de 3 madejas a 200 gramos.
Segunda etapa  Este operador-funcién no es otra cosa que la multiplicacién por la razon.

punto de llegada

punto de partida

Hay, pues, que encontrar dicho operador sobre lalinea de arriba, donde es posible:

12



Madejas Gramos

5 (% 200/3) _ 200
: 200 gramos
3 mad -
m qas(x 3 madejas 200 gramos

y aplicarla en seguida a 8 madejas para encontrar:

200
3

X gramos = 8 madejasG:_ gramosfmadeja)

Este andlisis horizontal se sitia a un nivel conceptual muy elaborado y es, por otra parte, larazon de
las dificultades encontradas para hacer comprender a nifio la nocién de funcion. S la nocion de
correspondencia no presenta ninguna dificultad, ni su representacion en forma de tabla, € andisis de esta
correspondencia en términos de funcion es por su parte mucho mas delicado, pues ésta implica no solo la
nocion de relacion numérica sino igualmente la de cociente de dimensiones (en este caso gramos/madeja).

La busqueda de f, operador que hace pasar de 3 madejas a 200 gramos, es facilitada por € hecho de
descubrir que es también el operador e que hace pasar de 1 madeja a peso de una madgja, y que f tiene
entonces e mismo valor numérico que € peso unitario que se obtiene aplicando a 200 gramos € operador@

Madejas Gramos
f
vl ‘ - Vv
@G D@

8 f > X

Abordaremos a continuacion la segunda gran forma de relacion multiplicativa.
Producto de medida

Esta forma de relacién consiste en una relacion ternaria entre tres cantidades, de las cuales, unaes €
producto de las otras dos, tanto en & plano numérico como en e plano dimensional.
He aqui algunos gemplos:

Ejemplo 1 “3 muchachos y 4 muchachas quieren bailar. Cada muchacho quiere bailar con cada
muchachay cada muchacha con cada muchacho. ¢Cuéantas parejas posibles hay?
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Ejemplo 2 "Se quieren fabricar banderines con tela de dos colores diferentes (rojo y azul). Los
banderines han de tener tres franjas, como & que se muestra en la figura siguiente. ¢Cuantos banderines

diferentes se pueden fabricar?

El andlisis de este g emplo mostrara que se trata de un producto de tres cantidades y no de dos
(generalizacion amas de dos dimensiones).

Ejemplo 3 “Una pieza rectangular tiene 4 metros de largo, y 3 metros de ancho. ¢Cud es su area?”’

Ejemplo 4 “Cambiando solamente de jersey o de bufanda, Ana puede tener 15 trges diferentes.
Tiene tres jerseys, ¢cuantas bufandas tiene?

Ejemplo 5 “Una aberca tiene una superficie de 250 metros auadrados y hacen falta 625 metros
cubicos de agua para llenarla. ¢Cud esla profundidad media del agua?'

El esquema més natural para representar esta forma de relacion es el del cuadro cartesiano, pues de
hecho es lanocion de producto cartesiano de conjuntos la que explicala estructura del producto de medidas.

Hemos visto en € capitulo sobre las actividades clasificatorias |0 que es un producto cartesiano.
Utilicemos dicha nocién para el andlisis de los gjemplos siguientes.

Andlisisdel gemplo 1

Designemos por G ={a, b, ¢} & conjunto de los muchachos, y por F ={ f, g, h, i } € conjunto de
las muchachas. El conjunto C de las pargjas posibles es € producto cartesiano ddl conjunto de los muchachos
por & conjunto de las muchachas,

C=GxF
como lo muestra el siguiente cuadro cartesiano:
F
f g h [
a |(af) (a.9) (ah) (ai)
Gb |(bf) (b.g) (b.h) (b.i)
¢ |(ch (c.9) (c.h) (ci)

Una pargja consiste en la asociacién de un elemento del primer conjunto a un elemento del segundo.
El nimero de pargjas esigua a producto del nimero de muchachos por e nimero de muchachas.

X‘Barejas =3 muchacho%riuchachas

paralos nimeros para |as dimensiones'
x=3x4 paregjas = muchachos x muchachas

Analisisdel gemplo 3

Si descomponemos €l rectangulo en cuadrados (lineas y columnas de un metro de ancho) como es
habitual hacerlo, se muestra que la medida de la superficie es @ producto de la medida de la dimensidn
grande (longitud) por la medida de la pequefia (anchura), tanto en €l plan de las dimensiones como en € plan
NUMErico.

X metros cuadrados = 3 metros x 4 metros

para los nimeros x = 3x4 para las dimensiones
metros cuadrados = metros x metros

4 Que se nos perdone esta escritura abusiva, pero tiene la ventaja de mostrar adecuadamente la relacion entre el producto
de mediday el producto cartesiano.
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Lanocién de metro cuadrado tiene, pues, dos sentidos complementarios, € de cuadrado de un metro
de lado, y €l de producto de dos medidas de longitud (metro x metro). Sélo e segundo sentido permite
extender a formas que no se dgjan descomponer en cuadrados (tridngulos, circulos, etc.) la relacion
fundamenta que acabamos de ver.

longitud x longitud = longitud & cuadrado

Esta relacion es la que da un sentido a la escritura simbdlica de las unidades de &rea: n?, cn?, km?, ,
etcétera

Andlisisdel gemplo 4

Este gemplo ilustra el hecho de que existe una forma de division propia de esta forma de relacién
multiplicativa, que no podriamos confundir pura y simplemente con las divisones que derivan del
isomorfismo de las medidas.

Para encontrar e nimero de bufandas, hay que dividir e nimero de trgjes posibles entre € nimero
dejerseys, seglin las relaciones siguientes:

15trgjes = 3 Jerseys x x bufandas

e N

paralos numeros paralas dimensiones
15=3x X trgjes = jerseys x bufandas

Un posible traje no es otra cosa que una pareja (posible jersey, posible bufanda).
Andlisisdel gemplo 2

Este es un giemplo de producto cartesiano de tres conjuntos. El conjunto de colores posibles parala
primera franja, € conjunto de colores posibles para la segunda, € conjunto de colores posibles para la
tercera. Si dichos conjuntos fueran distintos (designémoslos por C,, C, y Cs), se tendria como conjunto F de

posibles banderines:

F= Cl X Cg X Cg

Como los posibles colores son [os mismos para las tres bandas:
C =[rgjo, blanco]

setiene:

F=CXCXC
Y lamedidade F esigual a cubo delamedidade C:

X banderines = 2 colores x 2 colores x 2 colores

/

para los nimeros paralas dimensiones
x=2x2x2=2° bandseri nes = colores x colores x colores = colores a
cubo

Un banderin es definido por unaterna de colores, € de la primera banda, € de lasegunday € dela
tercera, lo que muestralo bien fundado del andlisis anterior. Este g emplo ilustrala extensién a tres medidas,
delarelacion producto de medidas. Su generalizacién no plantea problema.

Andlisisdel gemplo 5
Este giemplo ilustra la nocion de volumen y permite apreciar que € volumen es el producto de un

area por una longitud. Se puede incluso imaginar una representacion plana de ese problema, [0 que permite
gue aparezca el mismo esguema cartesiano utilizado paralos gemplos1y 3.

Profundidad promedio del agua I 625nt
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v

250 m2
Superficie de laaberca

Pero se puede también utilizar, por supuesto, una representacion en perspectiva del volumen de la
piscina, sobre todo s se conocen lalongitud y € ancho de ésta.
Larelacion fundamental es evidentemente:

625 metros cubicos = 250 metros cuadrados X X metros

para los numeros paralas dimensiones
625 =250 x x metros cubicos = metros cuadrados X metros
625
= — X en metros
250

Para profundizar € andlisis dimensional en este gjemplo, se pueden hacer dos observaciones finaes:

1. El volumen es € producto de un &rea por una longitud, pero como € érea es ella misma €l
producto de una longitud por una longitud, €l volumen es una longitud a cubo, lo que da sentido a la
escritura simbdlica de las unidades de volumen: n?, dm®, cm?®, etcétera.

m=mfxm=mxmxm
2. La posibilidad, ya utilizada a proposito de las proporciones, de smplificar una razon de
dimensiones suprimiendo las dimensiones que se encuentran tanto en el numerador como en el denominador,

también es utilizable agui.
625 metros clbicos = 250 metros cuadrados X X metros

625 metros cubicos

X metros =
250 metros cuadrados
Simplificacion:
625 _1metros X metros X metros
X metros =

250 maetres X metres
Se encuentra, en efecto, la misma dimension de uno y de otro lado del signo de igualdad.
Conclusién sobrela nocion de dimensién

Las dos grandes formas de relaciones multiplicativas que acabamos de describir se encuentran
relacionadas entre si; €l andlisis dimensional permite incluso establecer tal relacion de una manera muy
simple. En efecto, la utilizacion de un operador-funcién para la solucion de los problemas de la primera
forma (isomorfismo de medidas) permite encontrar la segunda forma (producto de medidas). -

Sea por giemplo e siguiente problema:

“Un avién vuela durante 6 horas a la velocidad de 650 kildmetros por hora. ¢Qué distancia recorre?
Se trata claramente de una relacion de la primera forma (isomorfismo de medidas).

Tiempo en horas Distancia en kilGmetros
1 > 650
6 > X

Pero uno de |os procedi zables consiste en multiplicar lamedida 6 horas por € operador-
funcion 650 kilometros’hora, que pleoeser considerado también como una medida de la velocidad:

x km = 6 horas x 650 km/h
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Medida de = medidadel X medidade
ladistancia tiempo lavelocidad

d=vxt

Esta Ultima operacion se liga con la segunda forma de relacion (producto de medidas).

Inversamente, se puede analizar e producto de medidas como un doble isomorfismo de medidas
(doble proporcionalidad).

Sea por g emplo e caso del nimero de pargjas. se puede decir que es proporciona alavez a nimero
de nifios (para un nimero de nifias constante) y al nimero de nifias (para un nimero de nifios constante).

De la misma manera, € area del rectdngulo es proporciona por una parte a la longitud (cuando €
ancho permanece constante) o al ancho (cuando lalongitud permanece constante).

Se puede incluso considerar que €l producto de medidas sdlo es bien entendido por |os nifios cuando
lo analizan como una doble proporcionalidad. En todo caso, es esta doble proporcionaidad laque justificaen
fisicalaidentificacion de una dimensién con un producto de dimensiones més simples. Es o mismo paralos
conceptos de superficie y volumen.

Existen pues dimensiones simples, dimens ones-producto y dimensiones-cociente, entre las cuales se
pueden escribir “ ecuaciones de dimensiones’

- longitud, tiempo, peso, costo son dimensiones simples;
- &rea, volumen. . . son dimensiones-producto;
- velocidad, densidad, valor unitario, son dimensiones-cociente.

Las dimensiones simples pueden ser medidas directamente. Las dimensiones-producto y las
dimensiones-cociente son medidas con frecuencia de maneraindirecta, por mediacion de las dimensiones
simples que |as componen:

- Area = producto de unalongitud por unalongitud.

- Velocidad = cociente de una distancia entre un tiempo, etcétera.

Pero también pueden ser medidas directamente:

- Recubrimiento de una superficie por una cuadricula.

- Contador de velocidad, etcétera.

Ocurre incluso que se mide una dimension simple en formaindirecta, utilizando otra medida smple
y una medida cociente, como en &l gjemplo precedente del avion:

Distancia recorrida = tiempo transcurrido x velocidad

Resumiendo, las relaciones multiplicativas se prestan, no s6lo a un conjunto de composiciones
numéricas (multiplicaciones, divisiones, reglas de tres smples y compuestas, etc.), sSno igualmente a
composiciones sobre las dimensiones.

Acabamos de ver en este capitulo que las reglas del célculo dimensional son andlogas alas reglas del
calculo numeérico concerniente ala multiplicacion y aladivision. Este andlisis, destinado a los maestros, no
puede, evidentemente, ser reproducido tal cual paralos nifios; pero es posible inspirarse en é. Sobre todo, es
indispensable parala comprensién de las dificultades encontradas por |os nifios.

Clases de problemas de tipo multiplicativo

Pueden extraerse numerosas clases de problemas, segiin la forma de la relacion multiplicativa; €
caracter discreto o continuo de las cantidades que intervienen; las propiedades de los nimeros utilizados,
etcétera.

Nos conformaremos aqui con distinguir las principales clases de problemas.

| somorfismo de medidas

El isomorfismo de medidas pone en juego cuatro cantidades, pero en los problemas méas ssimples se
sabe que una de éstas es igual a uno. Hay entonces tres grandes clases de problemas, segiin que la incognita
sea alguna de las otras tres cantidades. llustramos estas tres clases por medio de esquemas (x representa la

incognita):
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Multiplicacién

1 > a

b > X
Division: busgueda del valor unitario

1 > X

b > C
Division: busgueda de la cantidad de unidades

1 > a

X > C

Cada una de las tres clases se subdivide en numerosas subclases. Tomemos e caso de la
multiplicacion; he agui varios g emplos que ponen en evidencia dificultades muy diferentes:

NUmer os enter os pequefios NUmer os enter os grandes
1 » 3 1 . )
2 > X 183 > X
Valor unitario decimal NUmeros decimales
1 > 275 1 > 6.08
7 > X 5.74 > X
Valor unitarioinferior al NUmero de unidadesinferior a1l
1 » 0.25 1 > 6.08
7 > X 0.42 > X

Algunas de estas subclases son todavia dificiles para la mayoria de los nifios a fina de la escuela
primaria, sobre todo las que corresponden a los tres Ultimos gjemplos.

Se pueden distinguir subclases andlogas para cada una de las clases de problemas con division; el
lector puede reconstruirlas facilmente. Cada una de ellas merece una atencion particular, y es muy
importante ilustrar una misma subclase con gjemplos tomados de diferentes dominios. Es igualmente muy
importante lograr que los nifios analicen bgjo e esguema unico de la relacion cuaternaria las diferencias
entre clases y subclases de problemas.

Caso de un solo espacio de medidas

El andlisis en términos de operadores-escalares es facilmente comprendido por |os nifios; pero éste
implica una distincién entre medida y escalar, que requiere de un estudio profundo. Vamos a ver con un
gjemplo cémo se puede suscitar lareflexidn de los nifios apartir delos 8 0 9 afios.

Hacen fata dos metros de tela para hacer una falda. Hacen falta tres veces mas para hacer un
conjunto. Entonces, hacen falta seis metros para hacer un conjunto.

Metros

Falda ‘ 2| @

Conjunto 6

Este g emplo ilustra una forma de relacion multiplicativa que no hemos visto todavia explicitamente,
y que hace intervenir una correspondencia, sin ser, por €lo, un isomorfismo de medidas. No hay en este
gemplo més que una categoria de medidas, los metros de tela, y la correspondencia no se establece entre
cuatro cantidades sino entre dos, por una parte, y dos objetos, falda y conjunto, por la otra.

El nimero 2 representa una medida en metros, igual que & nimero 6, mientras que € nimero 3
representa un operador~escalar, designado verba mente por la palabra “veces’.
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Las expresiones linglisticas “tres veces mas’, “tres veces menos’ son presentadas inevitablemente en
el enunciado de esta forma de relacion. Estas son por supuesto utilizadas en €l estudio de los isomorfismos
de medidas, sblo cuando se hace explicito e papel de los operadores-escal ares:

Se dira por gemplo que “tres botellas cuestan tres veces mas que una botel 1a”

El gemplo anterior, como todo gjemplo andlogo, permite distinguir tres clases de problemas -y
particularmente dos tipos de divisiones. busgueda de una mediday busgueda de un escalar.

He aqui los tres esquemas posibles:

Multiplicacion

"

Conjunto X
Divisién Divisiéon
Busqueda de una medida Busqueda de un escalar
Falda X @ Falda 2 @
Conjunto 6 Conjunto 6

Y los enunciados correspondientes:

Multiplicacion:

“Hacen falta 2 metros de tela para hacer una falda; hacen falta tres veces mas para hacer un conjunto.
¢Cuanta tela se necesita para hacer un conjunto?

Division: busqueda de una medida.

“Hacen falta tres veces mas tela para hacer un conjunto que para una falda. Se necesitan 6 metros
para un conjunto. ¢Cuanta tela se necesita para hacer una falda?’

Divisién: busqueda de un escdar.

“Se necesitan 2 metros de tela para una falda, 6 metros para un conjunto. Luantas veces mas
requiere un conjunto (con respecto a unafada)?

La forma verba de las preguntas “cuénta teld’ y “cuantas veces mas’ marca la diferencia entre la
nocion de mediday la de escalar. Estas observaciones serian quizas inttiles si, en la solucién de problemas,

los nifios no fueran llevados con frecuencia a descubrir y a hacer explicitos operadores y no solamente
medidas.

Producto de medidas

Veremos, en € capitulo “ Representacion y solucion de problemas complejos’ diferentes clases de
problemas que hacen intervenir laregla de tres. Paraterminar este capitulo, nos conformaremos con recordar
gue la tltima gran forma de relacion multiplicativa, € producto de medidas, permite distinguir dos clases de
problemas:

— Multiplicacion. Encontrar la medida-producto cuando se conocen las medidas elementales.

— Division. Encontrar una de las medidas elementales cuando se conoce la otra, y la medida

producto.

Todavia aqui, se deben distinguir numerosas subclases, seglin las propiedades de los nimeros
utilizados (enteros, decimales, nimeros grandes, nimeros menores que 1) y segun los conceptos a los cuaes
hacen referencia. Tomemos € caso de la division; he aqui dos gemplos que ilustran las dificultades
especificas de ciertos conceptos:

Producto discreto-discreto

“Un vendedor quiere poner a disposicion de los clientes 15 variedades de helados cubiertos de
chocolate. Dispone de tres variedades de chocol ate. ¢Cuantas variedades de hel ados debe tener?’

Producto continuo-continuo

Un recténgulo tiene una superficie de 18.66 metros cuadrados y una anchura de 3.23 metros. ¢Cud
es su longitud?”
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Producto continuo-continuo y nocion de media
“Unaalbercatiene un area de 265.4 metrosy hacen falta 633.3 metros cubicos de agua para llenarla.
¢Cud eslaprofundidad media del agua?’

El estudio de las relaciones multiplicativas muestra pues que existen varios tipos de multiplicaciones
y de divisones, 0 més bien, varias clases de problemas, en los cuales, la solucion necesita de una
multiplicacion o de una division. Nosotros nos hemos limitado a los aspectos més importantes.

Ladistincién de estas diferentes clases y de su andlisis se deben abordar cuidadosamente, con € fin
de ayudar al nifio areconocer la estructura de los problemas, y aencontrar el procedimiento que conduciraa
su solucion. No hay que subestimar la dificultad de algunas nociones, como las de razén, proporcion,
fraccién, y funcién, las cuales requieren de precauciones didacticas importantes, vdlidas mas ala de la
ensefianza e emental. Deben abordarse, sin embargo, desde |a ensefianza elemental.
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